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0. Einleitung

Die L&sung der instationdren wirmeleitungsgleichung hat
seit der Aufstellung von Fourier zahlreiche Wissen-
schaftler beschidftigt, so daB eine Fiille von graphischen
und numerischen Lésungsmdglichkeiten zur verfiigung stehen.
Aufgrund der vielfdltigen technischen Anwendungsgebiete
sind fiir etliche Sonderfille Berechnungsverfahren in der
umfangreichen Literatur angegeben, {1]) pis [12].

Seit Einfiihrung der modernen Datenverarbeitungsanlagen
sind numerische Verfahren (Differenzenverfahren, Finite-
Element-Methode) entwickelt worden, mit denen selbst
komplizierte riumliche Strukturen unter beliebigen Rand-
bedingungen berechnet werden konnen.

In der jlingsten Literatur wird die Kopplung der Wdrme-
leitgleichung mit den mechanischen Bewegungsgleichungen
nachgewiesen, [13] bis [16].

Heinen [16] zeigt jedoch in seiner Arbeit auf, daB eine
Beriicksichtigung des Kopplungseffektes nur bei schock-
artigen Temperaturbelastungen notwendig ist, so daB im
bauphysikalischen Bereich darauf verzichtet werden kann.

In [16] wird zum ersten Mal der Entwicklungssatz als
Losungsmiglichkeit fiir die Wwirmeleitgleichung bei Platten

und Schalen vorgestellt.

Die vorliegende Arbeit greift den Gedanken von Heinen auf
und erweitert die Theorie auf mehrschichtige Konstruktionen,
wobci erstmals cine geschlossene Losung fir zeitlich ver-
inderliche innere Wirmequellen und -senken angegeben

wird.



Im Gegensatz zu den bisher bekannten analytischen
Berechnungsmobglichkeiten sind bei der gewdhlten Ldsungs-
methode Uber den Entwicklungssatz beliebige Randbe-
dingungen filr Temperatur und wWirmestrom crlaubt. Anfangs-
temperaturen kdnnen als lineare oder quadratische
Funktionen angenomnen werden; dadurch lassen sich die

in der Literatur hidufig benutzten thermischen Ausgleichs-
vorgange (Abkiihlung bzw. Aufheizen) in bisher nicht da-

gewesener einfacher Weise rechnerisch erfassen.

Unter zZiffer 1 wird die eindimensionale Lésung der
instationdren Temperaturfeldgleichung in mehrschichtigen
Bauteilen flir die bereits beschriebenen beliebigen Rand-
und Anfangsbedingungen sowie fiir innere Warmequellen und
-senken hergeleitet. Der Ldsungsansatz beinhaltet einen
statischen Anteil zur Erfiilllung der inhomogenen Rand-
pedingungen, wahrend der dynamische Anteil die homogenen
Randbedingungen befriedigt. Die stationdre Ldsung laft
sich in elementarer Weise flir den Augenblickszustand an-
geben. Fur den dynamischen L8sungsterm wird der Ent-
wicklungssatz verwendet, der eine unendliche Reihe von
produkten aus Eigen- und Zeitfunktionen enthdlt. Die
Eigenfunktionen lassen sich aus dem Eigenwertproblem

der homogenen Randbedingungen angeben. 2ur Ermittlung
der Zeitfunkticnen bendtigt man die anfangsbedingung,
welche hier sinnvollerweise mit Hilfe der Eigenfunktionen
nach dem Prinzip des Minimums der Fehlerquadrate in

Reihenschreibwcise entwickelt wird.

Fiir zweidimensionale einschichtige Bauteile (z.B. Stiitzen)
wird in Kapitel 2 eine Lésungsméglichkeit vorgeschlagen,
welche sich von den {iblichen Betrachtungsweisen unter-
scheidet. widhrend bisher das Ergebnis aus der Super-
position der dimensionslosen Ergebnisse der beiden ein-
dimensionalen Ldsungen zustande kam, kann hier mit den
"original"-Temperaturen gearbeitet werden, wobei eine

Bezugstemperatur eingefithrt wird.

-3 -

Die Ausdehnung des Verfahrens auf dreidimensionale ein-~
schichtige Bauteile (Kubus, Wand) schlieft sich in
2ziffer 3 an.

Numerische Untersuchungen iiber die Genauigkeit des Ver-
fahrens bei unterschiedlicher Anzahl der Reihenglieder
fiir verschiedene Problemstellungen sind in Kapitel 4 an-
gestellt worden. Dabei wurden Vergleichsrechnungen nach
vier unterschiedlichen und dort naher erlduterten Ver-
fahren (Gears-Methode, Finite-Element-Methode, Heindl-
vVerfahren, Schmidt-Verfahren) herangezogen. Zur besseren

Ubersicht werden die Genauigkeitsvergleiche mit Hilfe von
Plotts dargestellt.

Zusidtzlich wurde in einem Laborversuch an einem kubischen
Probekdrper aus Leichtbeton mit 20 innenliegenden MefB-

punkten in einer Temperaturkammer ein Abkiihlvorgang ver-
folgt.

Unter Ziffer 5 sind in der vorliegenden Arbeit filir den
hdufig in der Literatur behandelten Sonderfall der
plétzlichen Abkiihlung einfache Formeln angegeben, die
sich aus der fiir diesen Fall bedeutend verkiirzten
LBsung ergeben. Mit Hilfe eines Diagrammes lassen sich
damit sofort genaue Aussagen iiber Auskiihlzeiten und
der damit verbundenen Wirmespeicherfdhigkeit treffen.



1. Instationarer Temperaturverlauf in eindimensionalen

mehrschichtigen Bauteilen

Im folgenden soll fir einen n-schichtigen Wand- bzw.
Deckenaufbau mit zeitlich beliebig verdnderbaren Rand-
bedingungen der Temperaturen und Wirmestrome sowie
schichtweise instationdrer innerer Wirmequellen der
Temperaturverlauf in allgemeiner Weise abgeleitet

werden.

Geometrie, Materialdaten und Randbedingungen sind aus
Bild 1 zu ersehen.

Boufeil 1 2 m n
! 2 " a
A A A A
Material - |Q é 3 a
daten \ ) - o
C C C C

s
e
Y

. /// /’1
auflen

innen

3,4
q“ﬂ

9,th
g,

S A ///

7’7

7

T S S S

AL

Bild 1: n-schichtiger Wand- bzw. Deckenaufbau

Die wirmeleitdifferentialgleichung lautet fiir die m-te
Schicht (1 S m € n) bei Berilicksichtigung einer zeitlich
verinderlichen inneren Warmequelle

0?(!'" f) m zm m T
z =mlnT°T(zm'” + 2(;) (1.1)
ot gc 9 z? e c

mm
Wobei T(z,t) n die Temperatur in der m~-ten Schicht an
der Stelle V4 (0= S) zum Zeitpunkt t angibt.

Die Randbedingungen lassen sich {iber die Wdrmestrom-
dichte angeben.

Randbedingung innen:

11 1
ATz =0 =0, [T(z=0,1) -8 (+)] -q (t) (1.2)

Randbedingung aufien:

nn, n n n n n

AMiz=st=a [3(1)-T{z=5,t)]+q () (1.3)
Die n-1 Ubergangsbedingungen werden wie folgt formuliert.
Aus der Identitidt der Warmestromdichte:

mo‘l mA m"l

>\T(z sf) (z=0,1) (1.4)



Aus Temperaturgleichheit:
m m m m+1 mel
Tlz=s,t) =T{z =0,t) (1.5)

Zum Zeitpunkt t = t0 mogen alle Bauteilschichten eine
frei vorgebbare Anfangstemperatur
dexr Form

g m m m
T(Z,%) =3 +3

m
m m

Yoo Sy? (1.6)
9,2 2(z )

m m om m )
haben, wobei 00= Qolk mit QO als Wirmequellenergiebig-
keit in (W/m3],

In der vorliegqueg Arbeit soll als Losungsansatz flr
die Temperatur T{z, 6t} eine Summe aus guasistatischen
und dynamischen Temperaturfunktionen gewdhlt werden.
Dabei wird verlangt, daB der quasistatische Anteil die
inhomogenen Randbedingungen erfiillt; der verbleibende
dynamische Temperaturanteil muf dann lediglich die
homogenen Rand- und {ibergangsbedingungen befriedigen.

il m
T(z,0 =T(Z,1) +T(Z,1) (1.7)
Mit (..) flir die Zeitableitungen O§;J

-7 -

Sowie der Temperaturleitfdhigkeit

[=3]
n
s

(1.8)

w03
N3

Lift sich die Differentialgleichung (1.1) nach Ein-
setzen von (1.7) umformen

. . m
m m qn me -
T +T=QT"+0T“+—M%)— {1.9)
ocC
Hieraus 1laBt sich sofort mit
m m m
Q{t) =Q(t)/A
die quasistatische Losung
m m" m
a(T"'+ Q) =0 (1.10)

separieren, so dafi der verbleibende Teil von (1.9) die
dynamische L&sung liefern wird.

Mit (1.7) lassen sich die Randbedingungen (1.2) und
(1.3) aufspalten in inhomogene Anteile fiir die quasi-
statischen und homogene Anteile fiir die dynamische
Losung.
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. Randbedingung innen:

1

(1.11)
inhomogen:
1L 11
ATHz =0t =a [T(z =0F)-9, (1] -q(h) (1.12)
homogen:
1100 L _ (1.13)
ATHz=01) = T(z=0}) : :

Randbedingung aufien:

n 1 T s
R 20 neA TG 8= 19, (-T(z =S50-Tlz=s g (1)

(1.14)
inhomogen:
n non AN
AT (z=54 =a_19, (- T(z=sh) +q, (1) (1.15)
homogen
Al n n A n N
AT (z=s,H) = T(z=s}) (1.16)

11 1 1101 19 L
AT (z=0,) + AT {z=0,0) = [ T(Z=0,1) + T (z=0,1)-3, (]-q,(t)

Ubergangsbedingung Warmestrom

Ml m m mA m m
ATHz=s,t)+AT'(z=5,})

inhomogen:

m om msl mel  me

me} mel

uy m+1 m+l ’DS'lIAmo'I
=A T (z=0,t)+«X T "(z=01)

ATHz=s,0 =X Tz =01

Ubergangsbedingung Temperatur

m m 2 m m
(z=s,t)+T(2z=5st)

—I13

inhomogen:

homogen:

mel mel

T(z=st=1(z=01

met mel L W]
T(z=08+T(z=0t)

(1.17)

(1.17a)

(1.17b)

(1.18)

(1.18a)

(1.18b)
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Die Anfangsbedingung (1.6) lautet:

m m m
T('E,f:to)ﬁ(z.r:t):%+3'2-%Q(3-%) (1.19)

1.1 Stationidrer Temperaturanteil

Es gilt die Forderung (1.10), deren Ldsung eine

Gleichung der Form

To.1 = C(ﬂ+cm2-9_”.’(z ;)2 (1.20)

jP A
N\
Co/g\\\
z

tany

7 7 7 Z
a @
N N, N N . N

7 7
™3

;77 7 777

ist. Fehlt die innere wirmequelle, so erhdlt der
Temperaturverlauf den (hinlinglich bekannten) linearen
Charakter.

pie 2n unbekannten Konstanten EJH und am , im folgenden

m m
mit G, G bezeichnet, miissen aus den inhomogenen Rand-

bzw. Ubergangsbedingungen befriedigt werden.

Randbedingung innen (1.12): ). ﬂ A o?i . [T{D;t} - (ﬂc} .-tj{’.

o

¢ 1
(-2 2250 o1, co-O‘”(z-—) 301 -q,(H

111 !
oG- NG = 3+ q(r)+0ms(—*— A (1.21)

- 11 -

Ubergangsbedingungen:

wiarmestromgleichheit (1.17) (1 € m £ n)

mm
A -

mm m melmed memad g
"20‘”(2?.-5)=>\"E1J_‘21!ﬂs

1 +1
R L (1.22)

Temperaturgleichheit (1.18) (1 S m s n)

m +1
m oma QH® A mdmon)
L+ s-—Is-2 (-2
ot 2(5.2) EOZ(Z)
momm omel om Py mo ml,
GesC, -Cp=0h £ - atn = (1.23)

Randbedingung auBen (1.15)

nn
. n
)\E\_x?mn a 18- ¢ -C ';Cé(niz 1+q (1
n n non 50
o (ot (Ava S)C =0 It = sams o l.) (1.24)
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aus den vorgenannten Rand- und {ibergangsbedingungen

158t sich nun folgendes Gleichungssystem (Bild 2) fir

. m m
die quasistatischen Konstanten C C (1 £m<n)
0 1
fiir den Zeitpunkt t angeben.
F\‘\ 2 2 m m |m mei n n
O O o I 8 ) O e Y G| R
(\) 1 1 )
a |fofolfolojo]ol o o | asmean st
| 2 IS y
olx|o|-x olojo]eo o] o *Tsum* S Q)
121 122
18 a0 e olojojol- o| o |4 Qb4 am
n . TR
ololo}o ol A]0|-A 0} o %—um»*z aiy
» 22 2w
0jo 0! 1 ls|afoge 0 0 5 dn-5—an
am 18
n n L3
ololololjojolol}o||a|soger ] a3 aifl= (g2 +M
{1.25)

Bild 2: Gleichungssystem aus den inhomogenen Rand-
bedingungen zur Bestimmung der stationédren
Ldsung
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1.2 Dynamischer Temperaturanteil

Der verbleibende Anteil aus (1.9) lautet

—3
"
e

—E
1
n3

Es gilt die Anfangsbedingung: (aus 1.19)

—ii3
N3
.
n
—_
—
n
<p3
+
<p3
N3
1
houpa
ﬁ?s
3
—
~
'
__|3
N3
s
n
—

Die Randbedingung innen (1.13):

111 i
AT (z=0,1) =uiT(z=0,I‘)

Die Randbedingung auBen (1.16):

n n
(z=s}1)

—i>

n
&TW2=2.”=-GQ

Die n-1 Ubergangsbedingungen
Wwiarmestrom: (1.17b)

mel ’.".“I me

NZ=sH) AT (Z=0,)

—it3
w3

m
A

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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Temperatur: (1.18b)

Jul m;J M+!
TE=h =T (z=01) (1.29)

Die Ldsung erfolgt mit Hilfe des Entwicklungssatzes:

Hzn=F 9, (2) T, (1.30)
k=1
mit
m m

wk(Z) als Eigenfunktionen der m-ten Schicht
mit dem k-ten Eigenwert

Tk(ﬂ als Zeitfunktionen mit dem k-ten

Eigenwert

1.2.1 Bestimmung der Eigenfunktionen

Mit dem Entwicklungssatz (1.30) l&8t sich die homogene

Differentialgleichung (1.26) nun angeben zu:

B (215, (-89, (2) 1 (1 =0 (1.31)

m . m
[

T g ede) oy | (1.32)

0 B (@)

- 15 -

m

Mit (1.32) lassen sich nun die Eigenfunktionen Wk

von den Zeitfunktionen ‘R trennen.
m (1] m m m
" 2
4 =
p!(2)+x " (2)=0
. m 2 m
Mit X, :uk/u
Als LOsung liBt sich sofort elementar angeben:
m m) m . m m m m m
9, (z) = A, sin(x, z) + B, cos (x, Z)
sowie
m |(m) mom mm m oomom
g, (2)=x [A, cos(x, z)- B, sin(x z)]

Damit

Randbedingung innen (1.13):

i, ] 1o
 (2=0) =a.p (2=0)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)
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mit (1.35) und (1.36) ) ) '
m-te Ubergangsbedingung Temperatur (1.29}):

111 1 1 1 3 1 -
M A cos(x.-0)-B.01 =a [A.0+B_cos(x.0) 1 mel
k k K Y i 3 k k Tpk(ﬂé‘:ms):m(?k(mz =0)
A {1} g { % } 0 (1.37) m mm m mm omd md omel med
k — k —1—_‘—‘ = » . _ +* . &. > 0.
X, A Aksm(xks) +Bkcos(xks) = Aksm(ka + Bkcos(xk0)

m oomm m mm mel
Ak{sm(xks)hBk{cos(xks)} - B, {11 =0 (1.39)
m-te {ibergangsbedingung Warmestrom (1.28):

m+l mel mel

(z=21="N ¢z =0)

Randbedingung auBen (1.16):

n n

nr\l n n n
A, (z2=5)=-a, g (z=5)

m mm m mm ml X
- i - AT 1 U
Ak{cos(xks)} B, {sin(x sl -A, { }=0 (1.38)

nn n nn n . nn n . nn n nn
)Y xk[ Ak cos(xks) - Bk sm(xks)] =-0 [Aksm(xks) +Bk cos(xks)]

nonn non ooonn n nn . nan nn
Ak{)\xkcos(xks) +unsm(xks)}+ Bk{-)\xksm(xks) +uucos(xks)}=0

(1.40)



Die angegebenen Bedingungen lassen sich nun in einer
Matrix (Bild 3) zusammenfassen. Da es sich hier aus-
schlieBlich um homogene Gleichungen handelt, d.h. die
"rechte Seite'" gleich Null ist, existieren nur dann
nichttriviale Losungen, wenn der Wert der Determinante

zu Null wird.

m
Jeder "Schichteigenwert" X, 148t sich durch den

Eigenwert W, iber die Beziehung (1.34)
m
X

2 /’“
K —Uk a

ausdriicken, so da8 die Ldsung sich beispielsweise mit
Hilfe einer Newton-Iteration angeben ldB8t.

Nihere Informationen dazu sind im Kapitel 4.2.1

zu finden.

19 -

1 1 £ » mel mal n
Al B, A | B A B | A, 8 R
3
1 -5 0 0 0 (I — 0 0 0
A,
........ 0 0 0 0 0 0 o
m o mat
0 0 [~ costksl|-sin(k3) --:% 0 0 0 0
A Ky
ol o |- sinfl3) | cosk@ 0 [ pe 0 0 0
0 0 el L 0 0 [\}
an nn na nn
Axcoslxs) [-Ax sinlxs)
0 o |- [i} 0 0 0 | k. n : . :‘n 0
+0y5in{x, S} | +acos(k,s)
m
%, =V, /d (1.41)

Bild 3: Homogenes Gleichungssystem zur Bestimmung

der Eigenwerte

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten, da das
System Uberbestimmt ist, willkiirlich gesetzt:

(1.42)
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daraus folgt:

1
2 1 1
B, =sin(Yuw,/a s)+§i\/uk/n cos (Y, /as)

)\ula

mn

fir m (2 s m £ n):

mélk= sin (\/ uk/'ﬁ g)n/\\K»« cos (Y w/a s)Bk

LI me+

X wk/u

pamit sind die Eigenfunktionen.

n Wandschichten bekannt.

l"pk(mz )

2
A )‘ uk/u [cos(\/uklus)———\/wkla sin(yw,/a

m
1 m m m . m m
! _%_.h_l_k/_ﬂ_l_ (cos(Yw 8 $)A,-sin(Vuw, /8 s)B,]

aller

(1.43)

(1.44)

s)l
(1.45)

(1.46)

(1.47)
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1.2.2 Lésung der Zeitfunktionen

Mit (1.30) 1iBt sich die Differentialgleichung (1.26)
fiir die m-te Schicht angeben zu:

o0 m m_ . mm " m _ .
f_,{‘pk(zhk(”’““’k (z)rk(f)}_-T {1.48)

Betrachtet man die gesamte n-schichtige Konstruktion
und wendet das Prinzip der virtuellen Verriickung an,
indem (1.48) mit der Eigenfunktion Q(Q)
multipliziert und iber die Schichtdicke §
integriert wird, so folgt:

1

s m

mom >m m n Smm

L XL o) 9 dz}=- 1.49
k)El {m.1Tk0/lPk Tko/ e ¥ pdz} m):_1°/ T\P dz ¢ )

Somit ein unendliches Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten Ty

1.2.2.1 Orthogonalitdtsbedingungen

Die homogene Differentialgleichung des Eigenwertproblems
(1.33) fiir die m-te Schicht

my mom m

?, (z) k\pk(z) =0

m m
wird von den (bereits bestimmten) Eigenfunktionen wk(Z)
erfiillt.
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m m
Multiplikation mit der i-ten Eigenfunktion wi(Z)
und Integration iiber alle Schichtdicken liefert:

n m
L dz =0 (1.50)
me=l

Tn diese Gleichung miissen nun fiir die entsprechenden
Schichten die bereits formulierten Rand- bzw. tiber-
gangsbedingungen eingebaut werden.

Da die Eigenfunktionen an den schichtgrenzen infolge
der unterschiedlichen Wirmeleitfahigkeiten eine unstetige

erste Ableitung besitzen (aus (1.28))

m m+} melj msl

)\ka(z =s)=\glz=0) {1.51)
wird (1.50) mit dem Faktor X multipliziert.
Schicht 1:

1 1
S L B 1 11,11 1 s 1 1.1 1 1 1
1A/kpk"(z)tpi (z)dz = \ylz)y (2) IO- )\/ka'(z)tpi'(z)dz
0 0

111 T, 1151,1111
- Apllstp (s)- A g (00w (0)- A [y, (z)yl(z)dz
0

k i k

1I o 1

q&(0)=—f—qu) aus {1.13)
A

1,10 %2

\pk(s)=Ttpk'(0) aus (1.28)
A

112

9 (s) =1y (0) aus (1.29)

1 1

S 1 1 2 2 2 o 1 St,o1 1 1
L/, @10z = 59! 01§, (01 901901 X /)21y (z)dz
5 0

(1.52)
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Schicht m:
: " n oo
™ cmy,momom m oo
A /kaﬂ(z)tg(z)d;= x( l?’kl(z):é(z) |0_/$k|(;)$i|(;)d; )
0 0

= R (B OB E-p 0 (0)-/3) )9 @142
0

mel

m, m )\ m0'||

wk(s)— (0’ aus (1.28)
A

mom  ml

9, (s) =1, (0) aus (1.29)

m
m Sm, mom . m 1 met,

A [el(@DG @)z = ) (onp(m- % 01p(0)- A /\pk(z)qz (2)d2

0

. {1.53)

Schicht n:
’;ﬂ n n n n

N Sz (2)dz

0 K i

nn
Angyn,n A N S Sn,on NN N
M (v (2) |0—0/tp:(z)lpi'(z)dz )

- A 9NN 1) -0 01-/ 90y @1z )
0

nl n C(J.n n
ka(S):—g\kPk(S) aus (1.16)

n n

hn Shn_non n_ 0 n n Sh

L /I (0 = g, 1 6)- X Blofo- X /e
0 0

(1.54)
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Zusammenfassung:
( {1.52), (1.53), (1.54) in (1.50) eingesetzt)

1
22 2 1 1 1R TP D O
9, 10) @, (01 & 19, {0V, (0)- )\o/lp‘:(z)lpl'(z)dz
m+1 mel me m m m m ’gm mm,m
c N0 0 ) R0 - X /i@
0

n AN

- Y, (S)Lp (s)- }\ lp (O)lp {0)- A /lp (z)tp (z)dz

nnn

+ k’o/ z)lp(z)dz+ +)\x /Lp (z)up (z)dz+ -+ )\x /\pk(z)tp(z)dz =

Gleicher Vorgang, jedoch mit Vertauschen de

liefert (analog zu {1.55))

1

1 1 LR T TN B

54! (014,100~ o 9,009,003/ (z)py(z)d
0

1m T m,m m
LU0 8 oo - R /GG
0

n

- g, (514, 5)- A 9o 0)- X /o' (g, 12)d2
! 0

1 m n
1 1,111 v 1 MmySmmmm m nong Sh n.n N
+ N Kiz()/tpi(z)kpk(z)dz P xizoflpi(z)tpk(z)dz et A X 0/upi (z)1,(2)dz

r Indizes

(1.55)

(1.56)

=0
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Subtraktion der Ausdriicke:
{(1.55) - (1.56)

+

2
A

2 ?
[§1000 ©) - ¢'10) 0]

‘ mel

m+1 mel m
Mg 0)g (0) - !0}y, (0]

mo My m m, m
N[0 0) - y'i0)g 0)

>

o

>3

>3

[9'0)50) - 9l0)g 0]

1
1 ST 1.1 1.1
(x2 2) . o/tpk(z)lpi (z)dz

m

(-3 - /e 2 2z
0

n

1
(xkz—;‘(iz) . /Ppk(;)&i (;)drz‘ =0
0

(1.57)
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Wie sich leicht ersehen ldBt, verschwinden sidmtliche
Ausdriicke, welche nicht mit X behaftet sind.

Demnach kann (1.57) nur erfiillt werden, wenn:

Sm m mm

/tpk Z)tp(z) (1.58)
fiir itk und 1l gmesn
In (1.50) eingesetzt:

?

m m m

/92y, (2)dZ =0 (1.59)

[1}
fir 1%k und 1 £ m £ n

Mit Hilfe der nun gewonnenen Orthogonalitdtsbedingungen
{1.58) und (1.59) 1ldft sich das Differentialgleichungs-
system (1.49) jetzt lediglich als eine Differential-
gleichung fir die unbekannten Zeitfunktionen

angeben:

(T, (f)/tp (2)dz - ur (H/\p"(z kp (z)dz ( 2)dz

e

o \mg
—415
2‘

m:l

(1.60)
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Wie sich aus (1.35) sofort ersehen l&dBt, besteht
mit (1.34 ) die Beziehung

m"m _-mzm m _—ﬂm m
9 {z) = xkxpk(z)- " ka(z) {1.61)
damit (1.60):
m m,.
nSm n smom m n smm m m
T(t){[ /tpk(z)dz] +w, T (1) {&/tpk(z)dz}h");‘/hpk(z)dz
0 ' (1.62)
nach Umformung:
me
£ /TG @z
. ' zlaz
T (1) +w, T, (1) - 0 % (1.63)
 Jop e '
Ry tpk(z)dz
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1.2.2.2 Homogene Ldsung der Zeit-Differentialgleichung

Die homogene Differentialgleichung aus (1.63) bzw.(1.32)

T 0 +w T F) =0 (1.64)

pesitzt die allgemeine Ldsung

h -w
Tk(t)sze (1.65)

1.2.2.3 Spezielle Losung der zeit-Differentialgleichung

Mit der Abklirzung

Tam mom om
/T( z,t)y, (2)dz

. (1.66)
Sm

/

0

LM=’

o, (f)_

n
T z)dz
m=l

lautet die inhomogene Differentialgleichung (1.63}:

T 1) + w0, T, (1) = g, (1) (1.67)

-29 -
Als Lésungsansatz hierfiir wird gewdhlt

T (1= 8,(h a(h)

damit

T, (N = 8, (1) ©, () + 8, (1) &, (1)

(1.69) in (1.67):

8,(Nd, (1 +8Nd, (1) +w 8N (1) =g, (1)

8,(1 0, (1) +8,(N[®, i1l +w, @, (0] =0, (1)
Mit

o, (1) = k!
folgt

B, (H+w, 0, (1) =0

damit (1.70) zu:
8, (he%'=q, (1)

B,(0) =g, (He™'

t % U¥T *
8,(t) = /g, (the ™ dt
0

*
mit t als Laufvariable

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)
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somit die spezielle L&sung (1.68)

€ (1) =6 (He" (1.74)

und die allgemeine Losung fir T#f)

h s
- (1.75)
Tk(f)—Tk(H+Tk(H
Nach Einsetzen von (1.65) und (1.74):
T th =D, 6% e & g

mit (1.73)

t ¢,
T, (t = e 1D, (N] =e""k'mk+0/okme“’k'dr ] (1.76)

1.2.2.4 Anpassung der L&sung an die Anfangsbedingung

Die in (1.76) enthaltene unbekannte Integrations-
konstante Dy muB nun aus der Anfangsbedingung bestimmt

werden.

zum Zeitpunkt t = t0 sei in jeder Schicht eine be-
liebige Anfangstemperatur der Form

m
Z -

rogaa
N 3
)

v 3

m m m m
Tizf) =9;+9,

-~ 31 -

vorgegeben. Die Anfangsbedingung (1.27) lautet nach

Einsetzen von (1.20):

N3

{

nqéjs

N wn3

12 (T (1)+C (1) -
0°0 1°°0

2

m m

2
(1.77)

Um spiter einen Koeffizientenvergleich durchfiihren

zu kénnen, muf dieser Ausdruck in Reihenschreibweise
iiberfiihrt werden. Als Ndherungsfunktion wird gewahlt

mit

und

m m
9 lz)

oo MM M
= L §,9,(2)

(1.78)

als (noch unbekannten) Koeffizienten

in der m-ten Schicht

als (bereits bestimmte) Eigenfunktionen

Nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate

M=

M

o

S~ w3

[

(F(2.t)-F(2.t)1"dz => Minimu!

".I'.'.

(2.t

LB

kal

m m 2 m
9, (2)] dz
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'2 mm m _Mm m
~ m o < m
M. 2 [[T(z,1,)-T 69,2210z =0
26 ° kel
'g_._m m m m "5‘
0/T(zn‘o) p (z)dz o/k- kq)k(z)\p(z)dz

m
Sm mm m m

oo M
=k§16k0/ ¢ (2)q (z)dz

Da, nach (1.58) fir i%K

rgm mm m m
[, (2)y,(z)dz = 0
0

folgt:
ms_m m m m m HS‘mzm m
O/T(z,ro)q;k(z)dz = ako/ X(2)dz
damit
m
s
. 0/ (2.t )\pk(z)dz
Bk =

Sm, m m
/kpi(z)dz
0

(1.79)
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Mit (1.77)

m
My Smom

l& C(f) (o Q(f())sl/\p(z)dz

b, = 7
msa m m
/\pi(z)dz
0

m Smm m m

l3 cnmo Q(QL—] /zq;k(z)dz

?mz m
/upk(z)dz
0

m m 1 rgmzm m m
(@, —O(’B))— [z \pk(z)dz

sm mom

/tp (z)dz

(1.80)

Die in obiger Formel enthaltenen Integrale lassen sich

mit (1.35) wie folgt 1dsen:

\%k-o/\pk(z)dz

m Z‘ m . m m m m m m
k%k 0/lAksm(xhz) +B cos(xkz)]dz
- -,:,:—k[Bksmhg‘s) A, (coslx, $1=1)]

(1.81)
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Mit

m
l"J\

m 1 'me mm m (1.85)
‘I»',.k= 7 (T Wok— S‘U\k + wzk) .

r;‘"\"\ m
K—_‘0/ z p, (z)dz

a} /z [2 yn(x z) +B COS(K Z)]dz
lko K
RE) " (D %k[ggﬁm&).:_+ss.n(3£)1}

d m .
'(p‘ =",1r (Al 5'”;“ 5) _scos (xS
148t sich (1.80) endgiiltig angeben

LI X XKy (1.82)
m m m m m m m m m
Tom o m om g_ (SO-CO(Q)WO.:(S‘—C1(Q)W1k—(OO-O(QWLk
) = /2%y (2)dz = - (1.86)
O} l.|13
'2 k
m, m
W, = [ A, sm(xkz)»«Bkcos(x dz
0
27 Zur Bestimmung der Konstanten Dk 148t sich der
mm
m .
m mom SK -2 mom 1 Entwicklungssatz (1.30)
, = {A (=- sin{x,s)-—zt—cos(x, s)-55 )
k xk Xi Ky Xy
152
n " mm S T(zf)—ELp(z)T(t)
+ Bk(—,‘n— cos(x s+ sm(xks))} (1.83) K-t
X Kk
heranziehen. Wie gezeigt, lautet fiir die Anfangsbej
dingung (1.77) die N&herung (1.78)
m .
m Smlm m
q}a (/ {z)dz mm mmom
K m
Tz, z,t)=
n 2 o { ( o) Z éklpktz)
w3k:0/[Aksm(K 2)+ B cos(x z)]dz
(2% 5)
m m,mm sin{2x s mm  gmm
W, = —— (Ac(S ’ye K )4 2 A By sintxys)
3
ko 2%,
. mm .
mg mm sm(2xks))} (1.84)

+BK(SKK*
2
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Fiir den Zeitpunkt t = to somit

Tzt=t,) =1 \p(z)T (t=1) = E 5,02

wit (1.76) fur T lt=1)
mom w M m =Wl 4 wr~ oM m m)
T(z,t0)=k2=1\pk(z)e le+oc (he d”“E,Fk“’k“

AuSs Koeffizientenvergleich

-
u.)k?o wkt u

D=e B /0 (t)e

pie dynamische Lésung 1dBt sich nun, unter Einbe-

(1.87)

ziehung der konstanten Dk aus der Anfangsbedingung,

entscheidend vereinfachen. Mit (1.76) lautet sie

»
com M -W.t t e wet ok

Tiz.h = [lp(z)e i {Dk»«/ok(f)e “dt)
0

- 137 -
Nach Einsetzen von (1.86)

oM m -yt

g m
Tlz,t) =22_1\pk(z)e

Dat 2 t_und 0 s t
() o

) -w, t »
A k/cme ')

moom ot

T(z t) = )Z\p (z){6 e

Das obige Integral kann nun weiter ausgewertet
werden.

Nach (1.66):

Der Nenner dieses Bruches wurde bereits gelost (

Wm0 wﬁ x o .
fe "%6-/oltle " dt+/o (e ‘ah)
0 0

t
W

(1.88)

1.84)
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Der 2ihler 1laft sich mit Mit (1.85)
. m
mgy mm _ .
r%& b (H+C - m il sz+-—) %:.{C (t)w +C m&v Q(Hka} (1.89)
Gk“’)= nm
n)\:1w3k
anschreiben

Nun ist es mdglich, das Zeitintegral aus (1.88) in

. n, o om einfacher Form anzugeben

g
7, - /[Co(f)+t(f)z Q(” -2+, @2
0

nm tm » wr,

. am ta
b, wd e -LY /cme dt LY /C(he  dt
m L]

Johe " df = DL Ay
i : to nm
Nach kurzer Zwischenrechnung "E]\%k mth;ak
. . - . *
o h o home b RS G B0 vn fhe e
zK=(com-am-B—wok*(cm+oum-2—w1k Y LY, /athe
nm
mE]ka
Damit
m M2m m m ';m m qm ‘
-z {(t m-am-sa-w cu)+am—2-w‘k—0m7w2k)
g lh =

[W

ml 3k
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Als Abkiirzung wird gewdhlt:

Nach partieller Integration

A ‘*’k' '
LU (C te "-C /'m ! wk? : Tt k/U(”e
t Wt T Lo e ttie "C(fe -w C.(He ~ dt}
fohe " dt = DX o'
'0 E
mal 3k nm m m ~Wylt-tg) tm * -w,((t-‘t)vr
-L Y {Co(r)-Co(fO)e u, /C(f)e dt)
A ma Yk
Tk(” = nm
aimem Wt m Wty tm o+ u)kT » Ty
3
"E‘w]kffl(f)e —C](fo)e -Uké[](r)e dt) mal 3k
nom
LY )
m=1 % Amoom “Wlt-tg)  tm e g (t-tie
Iy (G- c (te = -w, /C(ﬂe dt}
nmm;u)rm wf rm.w'; B 0o
Ly fatme" -ame ™y /ahe df) LS
* nm
LY
m«l “k L
(1.90) nm -W (t-ty) tm & W (1-1) »
Ly, (am- a(r)e -w, fQibe dt)
m=1 k 10
n m
Damit folgt L % (1.91)
ot ) w? . Dieser Ausdruck kann anschaulich als Temperaturgeddchtnis
Tk(f) =@ k [Dk,/gk(f)e k dt] gedeutet werden, da sdmtliche Informationen, ausgehend
0 vom Anfangszeitpunkt, in ihm gespeichert sind.
Wy W gem ' ' . Fiir die dynamische Ldsung ergibt sich somit
Tlt) =e "fe 06, - /ck(t)e df+/0k(r)e dt)
mm oo moom Wy to)
Ti{z,t) = Z (z) {8 e +Tk(f)} (1.92)

(t-t) -LU f
T (1) = 5 o k! k/a e g}
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Die endgiltige LOsung fiir den eindimensionalen Temperatur-
verlauf in mehrschichtigen Bauteilen 148t sich fiir die

m-te Schicht in geschlossener Weise anschreiben:

Tz = T@.h Tz %
m
(2- %)Zw n 0 i A
T(z4) = Cyit+ €, (07 - —2m o @e A m

(1.93)

m m
Mit Cdf),fﬂf) als stationdre Ldsung zum Zeitpunkt t
(nach (1.2%5))

m m m
Qet) = Q(H/N

innere Wirmequelle
(zeitlich beliebig)

m m mm m mm

g, (2) = A sin(x, z) +B, cos(x, z)

m
als k-te Eigenfunktion mit dem Eigenwert K,

nach (1.41)

m2m mm
W =x, A {pC)

- 43 -

und

m m m m m m m m m
(35 G L%, + (8- C(PY, -@ 0NV,
m

5

m
6k=

als Naherung fir die Anfangstemperatur nach (1.86), wobei
die Anfangstemperatur in der Form

gegeben ist, sowie dem Temperaturgeddchtnis

nm o m m ~W(t-to) tm e —Wt- ”G
LY (G - Cltle -, /cm dt)
() =

3 nm

LY,

mal

—~>

k

Anm m - Wy tt-ty) tm o -wk(t-'n.
LY {C (t)- t (ty)e -w, [ Citle dt }
ma ! ki

iMD
3
>

.
m m - W, (t- ) tm -wkn4)-

LY (0-Qie " J8the " ah)
ms) “k

1mﬁ

sf‘":

nach {1.91) mit (1.81) bis (1.85)
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2. Instationdrer Temperaturverlauf in zweidimensionalen

mit dem L&sungsansatz:
einschichtigen Bauteilen

Aus der Literatur [4] ist bekannt, daB sich fiir homogene,sym- T(ny)=T1XffT(ny1 (2.3)
metrische, mehrdimensionale KOrper die Temperaturverteilung e ' ! 1;
aus der Superposition der entsprechenden eindimensionalen

Losungsformen ergibt. Voraussetzung der iiblichen ver- .
erfiillt wird, wobei  Ti{x}) bzw. T{y}) die bekannte

eindimensionale, einschichtige Temperaturldsung gemiB
2iffer 1 und Ta die bereits erlduterte Bezugstempefatur

fahren ist die Einfiihrung dimensionsloser Temperaturen;
dies hat zum Gebrauch der Fourier- bzw. Biot-Zahlen ge-

fihrt.
ist.

In der vorliegenden Arbeit soll in Anlehnung an die . .

i i : : Mit (2.3) kann man den linken Teil von (2.2) angeben

oben geschilderte Vorgehensweise anstelle der dimensions-

losen Betrachtung eine dimensionsbehaftetz Bezugs-

temperatur eingefiihrt werden, so daB die Einzelldsungen

in der "Originalform" belassen bleiben. Tixyt). 1(oT(xH, T{y.t}, ) 2.4
aTfeut) %( L) 7y )+ AL Tix (2.4)

Die Bezugstemperatur TB mufB aus einem bekannten Temperatur-
verlauf bestimmt werden. 2weckmidBigerweise wihlt man

die (ohnehin bekannte) Anfangstemperatur
Hierin erfiillt gemdB (1.1), (ohne Wdrmeguelle)

TB=%=T(x,y,r:fo) (2.1) -
ATix,t)_ A ATix.H) (2.5)
At T o
Nachfolgend soll gezeigt werden, daB die Differential-
gleichung
und
AT(x,y,N_ A [FTixyt), FTixyh (2.2)

o pcl oxt Ay ATyt . A ZTivh (2.6)
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Ty 1A Tt 2
()f TB/QC ax T(y,”*?%_(yxz‘ﬂ'“x’”

und nach Umformung

(2.7)

oTlx "zlA{aszf 2
3 Tlecl o 'T‘Y:W%‘y%ﬂ-nx,t)

1 .
Die Iechte Selte" von (2 2) e]:gibt Sich Zu

A(QZT(xyH gfr(xm) 2 |
+ - A . 1 2. .
pci  dx dy? oc (mxfﬂax T(%f)'f]*%%ﬂ-ﬂxﬂ-%—)
B
(2.8)
Es ist sofort ersichtlich

daB die umgeformten linken

und rechten Seiten von (2.2), also (2.7) d (
, . un, 2.8),

identisch sind.

Zu Null wird, kann die vor-
1t nicht zum Erfolg fiihren,
Fallen folgendermaBen

geschlagene Ldsungsméglichke
Es empfielt sich, in solchen
vVorzugehen.
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Handelt es sich um Aufheiz- bzw. Abkiihlungs-vVorginge
mit bekannter Endtemperatur, so 1lidB8t sich der Losungs-
ansatz in der Form

T(x,y.f)=TE—(TE-T(x'”¥ Tty (2.9)
£

angeben, wobei TE die End-Temperatur ist.
Die nachfolgenden Grenzwertbetrachtungen bestidtigen

diesen Ansatz.

t=0:Tixt)=T(y,t}=0

Tix,yH=T- ”E—-%—E—-—ol =E-%2= 0

t=00: TxH=Tlyh =T,

Tixy =T (_TE_'_E)TE_'(TE__E_“T)JE

Bei dynamischen Vorgangen, wo keine Angabe iiber eine
End-Temperatur getroffen werden kann und die Anfangs-
Temperatur identisch Null ist, erscheint es sinnvoll,
eine Temperatur-Transformation vorzunehmen und nach den
angebenen Formeln zu rechnen. Die Ergebnisse miissen dann

anschlieBend in °C riicktransformiert werden.

Handelt es sich um Ausgleichsvorgédnge,bei denen sowohl
Anfangs- als auch Endtemperatur von Null verschieden
sind, so sollte zu Beginn der Auswertung mit Formel (2.3}
und anschlieBend mit Formel (2.9) gerechnet werden.

Eine Kombination beider Formeln kann die Genauigkeit

noch weiter steigern.
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3. Ins

tationire
r Te
einschi - MPeraturverlauf in dreidi
Chichtigen Bauteilen eidimensionalen

Tlx,y,z.ﬂ=T(><,r)-T(y,n-T(z,n.J7
% (3.1)

angeben. Dje Bezugsten

Ziffer 2 erwdhnt,

temperatur entsprechen

(3.2)

Der Beweis v
on o)
(3.1) ails L8sung der dreidimensio 1
nalen

Temperaturleitungsgleichung

Axyz b A (T 2
ot 'Q?(\(;;(%“Lmﬂf‘g.z.m
y

hall
“O‘XLZY‘LU (3.3

r4
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4. Genauigkeitsbetrachtungen
4.1 Zum Vergleich herangezogene Losungsverfahren

zur Warmeleitgleichung

4.1.1 Das Differenzenverfahren

Bis vor wenigen Jahren wurden instationdre Temperatur-
probleme fast ausschlieBlich mit Verfahren der finiten
Differenzen geldst. Wegen seiner guten Stabilitat hat
sich hierbei besonders das Crank-Nicolson-Verfahren
durchgesetzt, welches, im Gegensatz 2u den andern
Methoden, die Wirmestromdichte als arithmetischen
Mittelwert der beiden Nachbarzeitpunkte wahlt.

Allen Differenzenverfahren ist gemein, daB die
partiellen Ableitungen durch endliche Differenzen
ersetzt werden; aus Differentialquotienten werden

also Differenzenguotienten. Je feiner die Unterteilung
im Ort-Zeit-Raster gewdhlt wird, desto prdziser ist
das Ergebnis. Hierdurch erhsdht sich jedoch auch die
Rechenzeit erheblich, da in der Regel grofie Gleichungs-
systeme zu ldsen sind. Dementsprechend ist der Einsatz
einer leistungsfahigen Rechenanlage unumgdnglich. In
Abhdngigkeit von Diskretisierung, Randbedingungen und
Effektivitit der Anlage sind jedoch unter Umstdnden
grofere Rechenzeiten zu crwarten.

Eine Abwandlung der soeben besprochencn numerischen
L&ésungsmdglichkeiten ist die Gears-Methode. Da eine
entsprechende Software-L&dsung im Rechenzentrum der
Uni-GH-Wuppertal vorliegt, wurden die Vergleichs-
rechnungen mit diesem Bibliothcksprogramm durchgefiihrt.

Bei der Gears-Methode werden, wie vorher erwdhnt, die
partiellen Ortsableitungen durch endliche Differcnzen
ersetzt. Ausgehend von cinem Anfangswert wird nun die
Differentialgleichung vorwdrts liber die 2eit integriert.
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4.1.2 pie Finite-Element-Methode

Heute werden instationdre Temperaturprobleme gr&ftenteils
mit der Methode der finiten Elemente geldst. Wegen der
Vielzahl der dabei entwickelten Teilldsungsmdglichkeiten

sei hier auf die Literatur verwiesen [17],[18].

Des besseren Verstdndnisses willen wird eine zweidimen-
sionale Losungsmdglichkeit [17] grob skizziert.

Zundchst wird der betrachtete (zweidimensionale) Kdérper

in eine grdfere Anzahl einfacher Elemente (z.B. Dreiecke
oder Rechtecke) zerlegt, an deren Ecken (Knoten) die
Temperaturen ermittelt werden sollen. 2ur Beschreibung

des in der Regel linear angenommenen Temperaturverlaufes
innerhalb eines Elementes werden Formfunktionen aufgestellt,
die sich vorteilhaft in Vektorschreibweise ausdriicken

lassen.

Die LOsung spaltet sich in einen stationdren und instation-
dren Anteil auf.

Das Funktional der stationdren Differentialgleichung wird
mit Hilfe der Variationsrechnung gelést, dabei k&nnen die
entstehenden Integrale aufgrund der einfachen Formfunktionen
sofort angegeben werden.

Da das Funktional nur fiir den zeitunabhidngigen Fall
existiert, wird das instationdre Verhalten durch Trans-
formation in einen Wirmequellenterm beriicksichtigt. Die
dabei auftretenden Zeit-Formfunktionen werden nach der
Methode der gewichteten Residuen mit einem Galerkin-

Ansatz geldst.
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4.1.3 Das Matrizenverfahren von Heindl

In {7) und (19]wird eine Ldsungsmdglichkeit der Wirme-
leitgleichung fiir periocdische Auflentemperaturrandbe-
Ausgehend von zwei Grundfillen
aT(z=0,t) _ 0

A
{Wwarmestrom innen identisch Null)

dingungen vorgestellt.

a) nicht klimatisierter Raum:

b) klimatisierter Raum: Si = konstant

wird die transformierte Differentialgleichung mit einem
Fourier-Reihenansatz geldst, der in komplexer wie auch

in reeler Form mbglich ist.

Innenseite und AuBenseite des Bauteils lassen sich mit
Hilfe einer Wandmatrix verknilipfen; dadurch wird es
m&glich, auch mehrschichtige Wwinde durch einfache
Multiplikation der einzelnen Schichtmatrizen zu be-

rechnen.

Ein weiterer Vorteil besteht in der einfachen Be-
stimmung der instationdren Kenngrdfen wie Temperatur-
amplitudendampfung und Phasenverschiebung.

Nachteilig beim Heindl-Verfahren sind die eingangs
erwahnten einfachen Randbedingungen.

Aufheiz- und Abkiihlungsvorgidnge lassen sich damit
nicht erfassen. Beliebig verdnderliche Innentemperatur-

Randbedingungen sind nicht mdglich.

Anfangstemperaturen und thermische Einschwingvorgiange
konnen ebenfalls nicht berlicksichtigt werden, da das
Verfahren wegen der Periodizitdt nur eingéschwungene
Zustidnde betrachten kann. Innere Widrmequellen und
Wdrmesenken konnen nicht erfasst werden.
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4.2 Vergleichsrechnungen

4.2.1 Numerische Betrachtungen

Die unter Ziffer 1 hergeleitete Losung (1.93) ist als

Reihenentwicklung angegeben. Es stellt sich somit die

Frage, bei welcher Anzahl von Reihengliedern das tat-
sidchliche Ergebnis erreicht ist. Vereinfacht 138t sich

das k-te Reihenglied Gk darstellen als

Gk=Zk'e_uk“"0) (4.1)

als Zahlenwert aus der k-ten Eigenfunktion.

Mit Zk
daB bei wachsender Zahlen-

Unschwer ist zu erkennen,
gréBe des Exponenten der e-Funktion der Ausdruck

Gk gegen Null strebt. MaBgebend fiir die Konvergen:z
ist also das Produkt aus dem k-ten Eigenwert wy mit
der betrachteten Zeit (Differenz von aktueller Zeit

zur Anfangszeit [h]). Daraus folgt:

- fiir kleine Zeiten werden viele Reihenglieder
- fir grofe Zeiten werden sehr wenige Reihengleider

bendtigt.

Da liblicherweise die Auswertung im GrdBenordnungsbe-
reich von Stunden bzw. wenigen Tagen liegt, ist die
numerische GrdBe der Eigenwerte w, von Bedeutung.

Bild 4 gibt eine Ubersicht iber den Verlauf des ersten
Eigenwertes

W =K

in Abhidngigkeit von Schichtdicke s und Wiarmeleitfiahig-

keit X\ an



Bild 4.

Die Differenzen der Eigenwerte
falls von Bedeutung.

Diagramm der Eigenwerte fiir
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e, =7,7 W/ (m2K)
a = 25,0 W/ (m2K)

R
|

Wy sind eben-
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k W X

B RS 14,202
2 LE3490 22,524
M 1,222 34,841
4 2.2407 46,713
H 3.5723 58.984
) 5.2345 71.400
7 7.3 23.92
8 9.5595 95.540
e 12,249 109,22
19 15,272 120,98
i1 18,642 134,74
12 22,35 147,54
13 25473 160,42
1" 0.8 173.20
15 35,600 186.2
i 40,7113 199.13
17 45,178 212,07
19 51,990 225.02
19 58, 1% 231.99
20 44,5870 250,96
7 71,507 252.95
2 79,755 276,98
23 24,325 289.93
24 74,245 302,98
25 102,52 315.98
26 111,14 329.00
27 120,12 142,03
2 129.44 353.06
29 139.12 358,09
0 149,15 8113

Bild 5: Typischer Verlauf der ersten 30 Eigenwerte
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Der Funktionsverlauf D
N
n.

(w) ist aus Bild 6 zu entnehme

Oy

r Funktionsv
n des Eigenwertes

als Foprave erlauf der Determinante

Da eine liickenlose Bestimmung der Eigenwerte w, von
fundamentaler Bedeutung ist, soll nachfolgend ein kurzer
{iberblick iiber die praktizierte Vorgehensweise gegeben

werden.

Beginnend mit einem Wert fiir w der nahe an Null liegt,
wird der Wert der Determinante in kurz aufeinander-
folgenden Abschnitten Aw = 0,01 ... 0,1 solange be-
stimmt, bis ein Vorzeichenwechsel stattfindet. Nun
setzt eine Newton-Iteration ein, wobei die Ableitungen
numerisch gemdB Bild 7 bestimmt werden.

Bild 7: Vorgehensweise der numerischen Newton-Iteration

) dDN DL—D?‘J D?‘
D e X et T e (4.2
Oy dw A dw )

Eine erste Niherung fiir die Nullstelle wird dann

0.
(bz&—ﬁw—&——gu_é—‘ (4.3)
0
DN"DN
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Dieses Verfahren wird solange wiederholt, bis die ge-
wlinschte Genauigkeit erreicht ist.

Um die nichste Nullstelle zy finden, wirqd die Suche
nach einem Vorzeichenwechsel, jetzt beginnend mit

DN (1), wieder aufgenommen, Sobald dann der Nulldurch-
gang stattfindet, setzt die eben beschriebene Newton-
Iteration wieder ein. Dieser Vorgang kann beliebig oft
wiederholt werden, so dag die gewlnschte Anzahl der
Eigenwerte liickenlos zu Stande kommt, Ein Rechentest
mit der Suche nach den ersten 500 Eigenwerten zeigte,
daf das beschriebene Verfahren auch im Bereich grofler
Zahlen noch Stabil bleibt, :

Betrachtet man die Losung {1.93), so stellt sich die

Frage nach der Auswertung der dort angegebenen Integrale.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll nicht der Ver-
such unternommen werden, diese Integrale unter Vorgabe
irgendwelcher Randbedingungen zu vereinfachen, obwohl

- damit wiirde ein gangz wesentlicher Aspekt, ndamlich
beliebig instationére, nicht periodische Randbedingungen
der Bequemlichkejt geopfert, )

pauschale Lésungsméglichkeit gibt; es wird jedoch eine
Auswertung mittels numerischer Integration, beispiels-
weise nach dem Simpson—Verfahren vorgeschlagen.

Eine Gegenuberstellung in einem Auswertezeltraum von
£ X ten
24 Stunden fir 3 untezschledlLChe Varian der

Integrationsintervalle n:

Fall 1: n =t + 24

Fa H = ¢t + 100
11 2 n
Fall 3: n=¢t + 1000 (t = Zeit in h )

i ihengliedern
brachte bei Beriicksichtigung von 3 Reiheng

folgendes Ergebnis:

a ichen Ldsung
tuale Abweichung von der tatsédchlich
Prozen

ichung
i durchschn. Abweic

Fall max.[g?welchung 02

0,25

1 0,70 ,20
0 r

2 0,65 -
3 0,63 '

’ 1 =
Damit hat sich gezelgt daf selbst im Fall sehr gute

a 11 3, trotz
Ergebnisse erreicht wurden, wahrend der Fa . ,ung
L 1 < . .
; Rechenintensitdt, kKeine Genauigkeitssteige
der Rec

brachte.
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dem Ergebnis,
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4.2.2 Eingeschwungener Temperaturzustand

anhand der nachfolgend gezeigten Plotts der Temperatur-
verliufe lassen sich wichtige Aussagen fiir den einge-

schwungenen Temperaturzustand treffen:

- die Beriicksichtigung von drei Reihengliedern fiihrt
bereits zu beachtlicher Genauigkeit. Bei der zeich-
nerischen Darstellung ist eine Abweichung vom tat-
sdchlichen Temperaturverlauf kaum erkennbar. Maximale
Differenz: = 0,7 %.

- die Beriicksichtigung von nur einem Reihenglied
stellt den Temperaturverlauf bereits im wesentlichen
richtig dar. Flir Abschitzungen ist er somit geniigend
genau. Maximale Abweichung: = 4,8 %.

Der Vergleichsrechnung wurde eine einschichtige Gas-
betonwand mit folgenden Daten zugrunde gelegt:

A = 0,23 W/ (mK)
p = 800 kg/m3
¢ = 0,28 Wh/{kgK)

s =0,24m
oy = 7,7 W/(m2K)
a, = 25 W/ (m2K)

= 20°C

a = 28-8 sin (wt/12) [°C]
Die Anfangstemperatur zum Zeitpunkt to = 0 wurde mit

80 = 20°C iiber die gesamt Wand als konstant angenommen.
Da die AuBentemperatur zu diesem Zeitpunkt bei 28°C lag,

konnte das Einschwingen sehr gut beobachtet werden.

Die Auswertung wurde im Abstand von jeweils 3 Stunden,
beginnend mit t = 15 h (etwa von diesem Zeitpunkt an

war die Temperatur eingeschwungen) vorgenommen.
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gezogenen Berechnungsverfahren

- Differenzenverfahren nach der Gears-Methode
- Finite—Element-Methode

- Matrizenverfahren von Heindl

im Rahmen der Rechenungenauigkeit v6llig miteinander
Ubereinstimmen.

2ur besseren Ubersicht sind 4 Anordnungen gewdhlt
worden;

= der tatsdchliche Temperaturverlauf
flir t = 15, 18, «e...36 h

ke =1, 2, 3 mit der tatsdchlichen L&sung
flir t = 1s, 21, ..... 33 h
= Vergleich der Temperatur aus der Berﬁcksichtigung
von ke =1, 2, 3 mit der tatsdchlichen Ldsung
fir t = 18, 24, ..... 36 h
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Temperaturverlauf (°C)

36 t=18h
34 t=21h
/
. t=15h
32

: g
e

:' '////7/’\/\\ 7h

,/%j—"<<.\ﬂ_, ::2%

20

i8

. turverlauf
: . dchlicher Tempera =3 h
Bild 9: Eﬁggzgeichnet iber 24 h mit At
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Tempefaturverlauf teQ)

t=21h
t=15h

t=27h

t=33h

Bilg : i i
10: Vergleich eines eingliedrigen Ansatzes

_mft dem tatsdchlichen Temperaturverlauf ————
fir t = 15 h, 21 n, N

27 h, 33 n

Bild

11:

36

34

32

30

28

26

24

22

20

18

Temperaturverlauf (°C)

- 67 -

t=21h

t=15h

t=27h

t=33h

Vergleich eines 2zweigliedrigen Ansat:zes

mit dem tatsidchlichen Temperaturverlauf

fiir t

15 h,

21 h,

27 h,

33 h



Bild 12:
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26

24

22
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18

Vergleich eines dreigliedrigen Ansatzes

mit dem tatsdchlichen Temperaturverlauf
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Temperaturverlauf (eQ)

t=21h

t=15h

t=27h

t=33h

flir t = 15 h, 21 n, 27 h, 33 n

—_—

—_—

36

34

32

30

28

26

24

22

20

18

Bild 13: Vergleich eines eingliedrigen Ansatzes

mit dem tatsdchlichen Temperaturverlauf
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Temperaturverleauf (°C)

t=18h

N t=24h

,ﬁ / t=36h
ey s |

N t=30h

fiir t = 18 h, 24 h, 30 h, 36 h

e e



Bild 14:
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Temperéturverluuf (°C)

t=18h

36
34
1]
32 //
7
30
ag RN

26 Y4

N t=24h

/f;/ A/ t=36h

. /

20

4
,./ /)/
22 7 el -
==

\\ t=30h

18

Vergleich eines zweigliedrigen Ansatzes

mit dem tatsichlichen Temperaturverlauf

fiir t = 18 h, 24 h, 30 h, 36 h

36

34

32

30

28

26

24

22

20

18

Bild 15: Vergleich eines dreigliedrigen Ansatzes
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Temperaturverlauf (°C)

J /,\f\

/

7

14

/

//

" />\

mit dem tatsdchlichen Temperaturverlauf

fiir t =

18 h, 24 h, 30 h, 36 h

£=18h

t=24h
t=36h

t=30h
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Temperaturverlauf (eC)

34

32

30

28

26

24

22

20

18

Bild 16:

Vergleich:
eingliedriger Ansatgz
dreigliedriger Ansatz

38

34

32

28

28

24

22

20

Temperaturverlauf (°C)

—

tatsdchliche Temperatuy —

fir £ = 15 h, 18 h
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Temperaturverlauf (°C)

a4

30

32

30

28

t=

21h

26

24

22

20

Bild 17:

Vergleich:
eingliedriger Ansatz
dreigliedriger Ansatz
tatsdchliche Temperatur
fiir £t = 21 h, 24 h

28

26

Temperaturverlauf (°C)
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24
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Temperaturverlauf (°C) Temperaturverlauf (oc) Temperaturverlauf (°C) Temperaturverlauf (°C)
28 26 24 28
’I
t=30h t=33h t=36h I/
24
22
22
20 20
|
I
Bild 18 : Vergleich: i Bild 19 : Vergleich: -
eingliedriger Ansatz ————— ' eingliedriger Ansatz —— - = e
. i C . ———
dreigliedriger Ansatz —————— dreigliedriger Ansatz —.
tatsdchliche Temperatur —e—— ! tatsdchliche Temperatur

fir t = 27 h, 30 h ‘ ; fir t = 33 h, 36 h
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4.2.3 Approximation der Anfangsbedingung

Eine Beschreibung der Anfangsbedingung ist nur dann
nétig, wenn Innen- und/oder AuBentemperatur von dieser
Anfangstemperatur verschieden ist.

Bei einem vorgegebenen linearen Verlauf der Anfangs-
temperatur kann sofort gesagt werden, daB eine grofie
Anzahl von Reihengliedern zur Approximation in sin- und
cos-Termen ndtig sein wird.

Die parabolische Temperaturverteilung infolge einer
Wérmequellen—Anfangsbedingung 148t die Néherungslésung
glinstiger erscheinen, so da8 nur sehr wenige Reihen-
glieder gebraucht werden.

4.2.3.1 Lineare Anfangsbedingung

In der betrachteten Gegenﬁberstellung wird die bereits
unter Ziffer 4.1.2 niher beschriebene Gasbetonwand

zum Zeitpunkt t = to = O betrachtet. 2u dieser Zeit
herrscht gemif den Randbedingungen auBen eine Temperatur
von 28°C, wihrend die Innentemperatur ebenso wie die vor-
gegebene konstante Wandtemperatur auf 20°cC fixiert ist.

Wie bereits erwdhnt, eignen sich die Eigenfunktionen
schlecht zur Beschreibung einer Konstanten. Aus dem
Grunde sind relativ viele Reihenglieder zur genauen
Anndherung notwendig. Die exakte Anzahl wird von der
entsprechenden Problemstellung abhdngig sein, da ja

in der Regel nicht der Zeitpunkt t = ¢ sondern Zeit-

ol
rdume fir t > to relevant sind. (Diese Problematik wird
unter Ziffer 4.2.4 noch weiter besprochen) Dpie gréflten
Unstimmigkeiten treten in der Beispielrechnung natur-

gemdf an der AuBenoberfliche auf.

-7 -

i ind in
Die prozentualen Abweichungen an dieser Stelle si
i Ver-
den betreffenden Untersuchungen angegeben. Eine

: . . n
elung der Reihenglieder bringt etwa eine Haléleru g
e = 50 noch eine Abweichung

ik =
Fehlers. So wurde bel e .
- 100 noch eine Abweichung von 2,1 %

von 4,2 %, bei k, =
festgestellt.
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Bild 20: Vergleich eines
Ndherungsansatzes mit d

em 21~
und Angabe der jeweiligen max
Anfangstemperatur von 20°C
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Tempernturverlnuf (°c)

i 9
: 8 % 8,
€0 =36X |
€u =
/ 26 s 33X
— / a /

WM o |

9,

1

9

a

=1 .
18 k =2

l-gliedrigen und 2-gliedrigen
gliedrigen Ansatz
- Abweichung zur

20°C
28°¢
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Temperaturverlauf (°C)

9 9

i a

€,. =31X

- —

[

|

\ A}
7 v

/\'\.’v - /

k =3

28

26

24

22

20

Temperaturverlauf (°C)
9 9
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Bild 21: Vergleich eines 3-gliedrigen und 4-gliedrigen
Niherungsansatzes mit dem 2l-gliedrigen Ansatz
und Angabe der jeweiligen max. Abweichung zur
Anfangstemperatur von 20°C

8, = 20°C

i
9 28°C
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€ v =26% '

Bild 22: Vergleich eines

Niherungsansatzes
und Angabe der jew
Anfangstemperatur von 20°C

9; = 20°C
9, = 28°C
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ai 8a
Eae =13X
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k =15 .
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Bild 23: Vergleich eines 15-gliedrigen .
Niherungsansatzes mit dem 21—gliedr}gen Ansatz
und Angabe der jeweiligen max. Abweichung zur
anfangstemperatur von 20°C

20°C
8 = 28°C
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4.2.3.2 Parabolischer Verlauf aus innerer Wirmequelle

N . o .
éch {4] ist es méglich, die Temperaturverteilung in
ei i 1 Wi i
”nem Bauteil bei Wirksamkeit einer stationiren inneren
Warmequelle zu bestimmen.

3,

m

A— s —k
g=0-A3 :u.“%_q)

Qvs= q-A(gesamt)%lzq.A (Pro Wandfliche)

o

q

>

mit s:%

:2j
9=3% 0
Damit

A2=o(9-9)

_ (]5 s
30 = 3L+ R (Oberflachentemperatur) (4.4)

Sm: 30+%—)§\ {Mittentemperatur) (4.5)
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In der vorliegenden Untersuchung sollte dieser
Temperaturverlauf als Anfangsbedingung gemdf (1.6)

)Z

mjws

% m m mm mom
T(z,t0)=80+ 8‘2—7(2—

approximiert werden.

Als Berechnungsbeispiel wurde eine einschichtige Gas-

betonwand gewdhlt:

A =0,3 W/ (mK)

p = 800 kg/m¥

c = 0,28 Wh/(kgK)

s=0,3 m

a; =a, =8 W/ (m2K)

Si = Sa = 20°C

O = 300 W/m?

damit

80 = 20 + 300 . 0,3/(2-8) = 25,625°C

8m = 25,625 + 300 . 0,32/(8.0,3) = 36,875°C

und

36,875 - O/(2\).(2-0,3/2)2
36,875 - 300/(2.0,3) - (z-0,15)2 {05zs0,3)

]

T

Die Ergebnisse wurden mit einer Finite-Element-Berechnung
zusitzlich lberpriift. Abweichungen waren schon bei einer
Beriicksichtigung von 5 Reihengliedern nicht mehr erkennbar.

Damit kann festgestellt werden, daB parabolische
Temperaturverldufe mit dem gewdhlten Nidherungsansatz

gut beschrieben werden konnen; mit einem ke = 3 erreicht
man schon sehr gute Ubereinstimmung.
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Temperaturverlauf (°C)

./’___—.

Vergleich eines eingliedrigen Ansatzes

mit der funktional vorgegebenen
Anfangstemperatur
aus innerer Wirmequelle
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Temperaturverlauf (°C)

Bild 25: Vergleich eines dreigliedrigen Ansatzes

mit der funktional vorgegebenen
Anfangstemperatur

aus innerer Wdrmeguelle
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4.2.4 Eindimensionaler Temperaturverlauf in
mehrschichtigen Bauteilen

(2iffer 4.2.1 bis 4.2.3) gewonnenen Erkenntnisse auch

auf mehrschichtige Winde bzw. Decken ibertragen.

Die numerische Stabilitdt kann hier jedoch unter Umstédnden
durch die Kombination sehr unterschiedlicher Stoffwerte
beeintréchtigt werden; dies last sich durch eine gréBere
Anzahl von Reihengliedern kompensieren.

Fir die Beispielrechnung wurde eine 24 em starke Wand aus
Kalksandstein mit ¢ cm Aufienddmmung herangezogen.
Folgende Daten lagen der Berechnung zugrunde:

Schicht 1 Schicht 2
(innen) (auBien)

A [W/(mK)] 0,79 0,035

p [kg/m?] 1600, 00 30,00

¢ [Wh/(kgK)] 0,26 0,41 41

s [m] 0,24 0,06 '
a; = 7,7 W/ (mK) @y = 25,0 W/(m?K)
9; = 29,0 °c 9, =28,0 - 8 sin(wt/12) [°c]

Der nachstehend gezeigte Plott wurde mit einem dreiglied-
rigen Summenansatgz tlir den eingcschwungenen Temperaturzu-
stand erstellt. Dabei lagen die maximalen Abweichungen
gegeniiber dem Heindl-vVerfahren bei etwa 1,93,

Aus dem Plott 1At sich unschwer der quasi-lineare Tempera-
turverlauf in der Wérmedémmung erkennen, es wird jedoch
auch deutlich, das sich diese Geraden aufgrund der Kopplung
mit der thermisch trdgeren Kalksandsteinwand Uberschneiden.
Eine instationire Betrachtungsweise erscheint deshalb,
nicht zuletzt aufgrund des - wenngleich stark gedampften -
Verlaufs in der Kalksandstein-wand angebracht.
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Temperaturverlauf (°C)

36
|
1
a4 /’
] t=18h — - ——
32
/
/
30 /
{
|
28 / l/ )
=24h — -- —
L]t
26 I
i ,_I/ t=12h — —
24 ////
W
22 r—
e = t=6h
,—ﬂ"f:::;—::===’y‘——“—
CLI S —

i ine ischichtigen Wand
i : eraturverlauf in einer zweisc ]
Biid 26: ?gﬁpt =6 h, 12 h, 18 h, 24 h, gerechnet mit
einem dreigliedrigen Ansatz
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4.2.5 Berﬁcksichtigung einer inneren Warmequelle

Aus den nachfolgend gezeigten Plotts 148t sich das
Einschwingverhalten der Temperatur infolge einer inneren
Wirmequelle leicht ersehen. Wie bereits unter Ziffer
4.2.3.2 angesprochen, sind die Ergebnisse auch bei Beriick-
sichtigung von wenigen Reihengliedern sehr genau. Schon
bei drei Gliedern waren gegeniber einer vergleichsweise
durchgefiihrten Finite—Element-Berechnun

erkennbar, selbst bei der Be

g keine Abweichungen
stimmung mit nur einem Reihen-
glied konnte fiir t 2 3 Stunden keine Differenz festgestellt
werden.

Eine zusdtzliche Kontrolle der Richtigkeit des hier
mittelten Ergebnisses sind die nach Ziffer 4.2.3.2 b
baren Oberfléchen- und Mitten-Temperaturen;

er-
erechen-

das hier deut-
lich gezeigte langsame Einschwingen {erst nach 36 Stunden
ist der stationire 2ustand erreicht) 14Bt sich aus den

Formeln von Grigull selbstversténdlich nicht nachvollziehen.

Die Vergleichsrechnung wurde mit folgenden Datep durchgefiihrt .

A= 90,3 W/ {mK)

P = 800 kg/m?

¢ = .0,28 wh/(kgK)
s = 0,3 m

SO = 20 e°¢C

Sl = Sa = 20 °C

a; = x, = 8 W/(m?2K)

Zum Zeitpunkt t = g wird die innere Warmequelle mit der
WArmequellenergiebigkeit

.

Q = 500 w/m?
eingeschaltet.

Nach den unter Ziffer 4.2.3.2 angegebenen Formeln folgt
fir den eingeschwungenen Temperaturzustand:

SO = 20 + 500-0,3 /(2-8) =-29,375 o¢

p
i

m 29,375 + 500-0,32 /(8-0,3) = 48,125 °c

40
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Temperaturverlauf (°C)

i i rer
Bild 27: Einschwingen derx Temperatur ;gfg%gidégne
" wi len fir die ers en ) n,
g:izgg::i mit einem dreigliedrigen Reihenansatz
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Temperaturverluuf °C)

—

Bild 28: Einschwin
i gen der Tempera i i
Widrmequelle bis zum gndzsgia;§£Olge rnnerer
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Temperaturverlauf (°C)

t=12h

1 W\
RN\

Bild 29: Einschwingen der Temperatur infolge innerer
Wwiarmequelle fiir die ersten 12 Stunden
fiir einen eingliedrigen Reihenansatz
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4.2.6 Abkﬁhlungsvorgang

Abkithlungs- bzw. Aufheiz—Vorgénge lassen sich mit dem

hier vorgeschlagenen Verfahren besonders leicht 16sen,

da die komplizierten Integrale aus (1.93) entfallen

und lediglich der Anteil aus der Anfangsbedingung sowie
der einfache statische Teil verbleiben.

Weil in der Regel die ersten Augenblicke nach dem
"Temperaturschock" uninteressant sind, geniigt es meistens,
die Berechnung mit nur einem Reihenglied durchzufiihren.

Bei der aufgestellten Vergleichsrechnung konnte fiir

t 2 2 Stunden gegeniiber der eingliedrigen Ldsung kein
Genauigkeitszuwachs durch eine grégere Anzahl der Glieder
mehr erreicht werden.

Dengegeniiber ist fiir die ersten Minuten eine géBer;
Anzahl von Gliedern notwendig. Wie sich aus den Zeich-
nungen ersehen 1l48t, reichen jedoch schon sieben Glieder
flir eine sehr gute Annidherung an den tatsdchlichen
Temperaturverlauf nach 15 Minuten aus.

Flir den Genauigkeitsvergleich wurde das von Schmidt in [1]

durchgefiihrte Beispiel ausgewdhlt.

Eine 40 cm starke Betonwand mit einer Temperatur

von 20 °C wird auf 0 °c abgekiihit. Als Materialdaten
sind vorgegeben:

A= l,o—kcal/(m}xgrd)
2000 kg/m3

©
[}

c =0,25 kecal/ (kg grd)

Q

5,0 kcal/(m’}lgrd)

Fiir das graphische Verfahren wurde die Wand in 8
Schichten der Groge ax = 5 cm aufgeteilt. Der zeit-
liche Abstand zwelier Temperaturkurven wurde auf

At = § std. festgelegt.
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H4ilt man sich streng an diese (veraltetén) ?imensions-
angaben, so ld8t sich, ohne Umrechnu?g in die héu;i.
gebrduchlichen Einheiten, das Ergebnis sofort richtig
angeben.

Bei dem hier durchgefiihrten direkten Vergleich mit ée;
zeichnerischen L&sung erkennt man auf den ersten Blic
die volle Ubereinstimmung fiir die ersten Stunden.

o n
Die groBeren Abweichungen fiir t 2 15 Stunden sind i

der Zeichenungenauigkeit von Schmidt begriindet.
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Tempenaturverlauf (°C)

Temperaturverlauf (oC) 22
22
o0 _,}%:5‘1]1-__’ " S5t Sasu % 581 ) ,2 .
; i = ; " . . ——t=0min
VN Rt . 20 L t=15min
Vié;ﬂxf?;/'! METIINRN . =30min
LA FET Sl N\ %
////{/»,//4 LSy ,‘\\: N — t=45min
) 2oz T L S\ g
P42 T 1 TN N - — t=60mtn
V& i ' 18 | t=75min
+— t=90min
— t=105min
i .
i — t=120min
16
i
s 14

Bild 30: Vergleich mit dem zeichnerischen Verfahren Bild 31: Verlauf in den ersten 2 Stunden fiir einen
von Schmidt (1] siebengliedrigen Reihenansatz
(Die berechneten Temperaturverliufe sind
durch Fettdruck dargestellt.)
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Bild 32:
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Temperaturverlauf (°C)

1

H t=105min

— t=120min

Verlauf in den ersten 2 i
: ! : Stunden fii
elnen dreigliedrigen Ansatz :
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4.2.7 Zweidimensionale Temperaturfelder

Wie unter Ziffer 2 abgeleitet, lassen sich zweidimen-
sionale Temperaturprobleme aus der Uberlagerung der
beiden eindimensionalen Ergebnisse errechnen.

Bei dem hier niher untersuchten Sonderfall einer
guadratischen Stiitze mit allseitig gleichen Tempera-
turen und Wirmeiibergingen 148t sich das Temperatur-
feld durch Superposition der eindimensionalen L&sung

mit sich selbst bestimmen.

Fiir die Vergleichsrechnung wurde ein Aufheizvorgang
gewdhlt. Die Anfangstemperatur war auf

o
8 = 0 °C

die Umgebungs-Lufttemperatur auf

SL = 20 °C

festgesetzt. Der Stiitze lagen folgende Daten zugrunde:

A = 0,28 W/(mK)
p = 800 kg/m®
c = 0,25 Wh/'kgK)

s =0,10 m
W/ (m2K)

Zum Vergleich wurde die Finite-Element-Methode (FEM) heran-
gezogen. Die Auswertung erfolgte mit einem eingliedrigen

Lésungsansatz iiber die ersten filinf Stunden, da bei dem
hier gewdhlten Beispiel der Aufheizvorgang etwa nach

diesem Zeitraum abgeschlossen war.
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Die nachfolgend gezeigte
gebnisse macht deutlich,

Gegenﬁberstellung der Er-

daB merkbare Abweichungen
nur in der ersten Stunde auftreten.

Fiir hdhere Genauigkeiten in den ersten Minuten wire

2ine gréBere Anzahl von Reihengliedern erforderlich.
{siehe hierzu auch Ziffer 4.2.1)

Zum Zeitpunkt t = 0,5 Stunden betrigt die maximale
Abweichung von der Finite-Element-Methode nur 0,27 °¢,
der gréfte prozentuale Fehler liegt bei 3,7 %.

Wie sich aus den weiteren Vergleichen leicht ersehen

lapgt, sind die Abweichungen nach zwei Stunden nur noch

in den Rechenungenauigkeiten der Verfahren begriindet.

12 3
[¢ v P
b 5

6

Bild 33: Knotenbezeichnung zur Berechnung nach

der Finite-Element-Methode (FEM)

Vergleich eines eingliedrigen L&sungsansatzes
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mit der Finite-Element-Methode:

Zeitpunkt:

Knoten

[ NS RE A L

Zeitpunkt:

Knoten

DN W

Zeitpunkt:

Knoten

DW=

t = .5 h
Temperatur
nach FEM errechnet
14.91 156.07
12.48 12.70
11.22 11.41
8.90 9.17
7.03 7.27
4.85 5.03
t = 1.0h
Temperatur
nach FEM errechnet
17.05 17.10
15.64 15.70
14.88 14.94
13.53 13.63
12.41 12.51
11.08 11.19
t= 2.0h
Temperatur
nach FEM errechnet
19.00 19.00
18.51 18.51
18.25 18.25
17.80 17.179
17.41 17.40
16.95 16.95

Differenz
abs. %
.18 1.09
.22 1.73
.19 1.71
.27 3.06
.24 3.39
.18 3.70

Differenz

abs.

.05
.06
.06
.10
.10
.11

%

.29
.39
.44
.72
.78
.98

Differenz

abs.

.00
.00
.00
-.01
-,01
.00

%

-.03

.00
-.01
-.04
-.03
-.01



Zeitpunkt:

Knoten

DLW =

Zeitpunkt:

[= IR S W JUR X, oy

Zeitpunkt:

= RS R
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t = 3.0h
Temperatur
nach FEM errechnet
19.66 15.65
19.49 19.48
19.40 19.39
19.25 19.24
19.11 19.10
18.96 18.94
t = 4.0h
Temperatur
nach FEM errechnet
19.88 19.88
19.83 19.82
19.80 19.79
19.74 19.74
19.70 19.69
19.64 19.63
t= 5.0h
Temperatur
nach FEM errechnet
19.96 19.96
19.94 19.94
19.93 19.93
19.91 19.91
19.90 19.89
19.88 19.87

Differenz
abs. %
-.01 -.04
-.01 -.03
-.01 -.03
-.01 -.08
-.01 -.05
~-.02 -.09

Differenz

abs.

.00
~.01
-.01

.00
-.01
-.01

X

.00
-.04
-.056
-.03
-.06
~-.03

Differenz

abs,

.00
.00
.00
.00
~-.01
~-.01

%

-.01
-.01
-.01
-.01
-.04
-.03
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4.3 Laborversuch

Um eine Abschidtzung der tatsdchlichen Genauigkeit von
Rechenmodellen vornehmen zu kénnen, sind Vergleichs-
messungen an Probekdrpern unumginglich. Fiir den hier
durchgefiinrten Laborversuch wurde ein Kubus aus Leicht-
mortel mit den Abmessungen 40 cm x 30 cm X 16 cm gewdhlt.
Die Auswertung wurde mit Hilfe von 20 Thermodraht-
Temperaturfithlern innerhalb des MeBkoérpers, gemdB Bild 34,
sowie mit 10 Umgebungsluftfiihlern vorgenommen. Die Do-

kumentation der Daten erfolgte mit einem Mefwerterfassungs=-
system, das die Temperaturverlidufe aller 30 MeBpunkte
gleichzeitig aufzeichnete. Da die Steuerung der Temperatur-
kammer keine kontinuierlich verdnderliche Temperatur
ermbglichte, wurde ein stetiger Abkithlungsvorgang gewdhlt.
Die Anfangstemperatur des Priifkdrpers betrug 60°C. Nach Ab~
schalten der Heizung stellte sich fiir die Umgebungsluft-
temperatur im Wirmeschrank eine filir jede Korperseite ge-
ringfiigig abweichende exponentielle Abkiithlfunktion ein,
welche {als Mittelwert) fir die Berechnung bereichsweise
leicht durch Polynome 2. und 3. Ordnung approximiert

werden konnte.

N
\\/
NNl 2
>
Wkips
~
~
\\/

Pild 34: Anordnung der MeBpunkte innerhalb des Probekdrpers
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Die Wirmeleitfahigkeit und die spezifische Wirme des
Versuchsmaterials (Zuschlag aus feinkdrnigem Blidhton)

wurden aus der Literatur [20],[21] anhand der Dichte
des Probekérpers ermittelt.

1150 kg/m3
A = 0,43 W/(mk)
0,28 Wh/{kgh)

c

Da in dem Versuchsschrank der Wdrmelibergang im wesent-

lichen aus Konvektion besteht und mit wachsender Tem-

peraturangleichung die Konvektion und damit der Wirme-

Ubergangskoeffizient immer kleiner wird,ist gemdl [20]

fir den Auswertezeitraum ein Mittelwert angesetzt worden:
a = 4 W/(m2h)

Zur besseren {ibersicht erfolgte die.Auswertung flir die in
Bild 35 dargestellte Anordnung.

Bild 35: Bezeichnung der MeBpunkte fiir die Auswertung
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Bei symmetrisch angeordneten MeBpunkten (siehe Bild 34)
sind die Temperaturen gemittelt worden.

Eine Gegeniiberstellung der errechneten und gemessenen
Temperaturen der ersten sechs Stunden nach der drei-
dimensionalen Theorie folgt auf den ndchsten Seiten.

In der ersten Vergleichsauswertung ist ein eingliedriger
Losungsansatz benutzt worden. Dabei liegt die maximale
Differenz bei 4,81°C bzw.8,5 %. Die zweite Gegeniiber=-
stellung zeigt einen zehngliedrigen Ansatz, wobei die
Abweichung maximal 2,65°C bzw. 6,2 % ist. Die geringsten
Abweichungen von 0,61°C oder 1,4% liegen bei MefSpunkt 1,
weil sich dort die versuchsbedingten Ungenauigkeiten am

stdrksten kompensieren.

Hiermit ist ein anschaulicher Beweis der Richtigkeit des
in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens erbracht.
Weitere Genauigkeitssteigerungen sind bei der Realisierung
eines konstanten Wiarmellbergangskoeffizienten zu erwarten.



Vergleich der Meflwerte mit einem eingliedrigen Ldsungsansatz:
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Zeitpunkt:

Messpunkt

Q=20 W

Zeitpunkt:

Messpunkt

00 =2 Oy N 0D DN =

Zeitpunkt:

Messpunkt

O ~1DDN B W e

t = 1 h
Temperatur
gemessen errechnet
59.70 64.20
59.50 61.70
58.75 62.92
58.50 60.48
59.50 62.12
59.10 59.70
58.85 60.88
58.10 58.51

t = 2 h
Temperatur
gemessen errechnet
57.90 62.71
57.10 59.22
56.20 60.98
55.30 57.59
57.40 59.82
55.50 56.49
56.15 58.17
53.90 54.94

t = 3 h
Temperatur
gemessen errechnet
55.00 59.10
53.40 55.24
53.05 57.24
51.55 §3.50
54.30 565.91
51.10 52.25
52.75 54.15
49.35 50.61

Differenz

abs.

®

4.50
2.20
4.17
1.98
2.62

.60
2.03

.41

€3 i €O =3 o =
NN OO

Differenz

3

abs.

4.81
2.12
4.78
2.29
2.42

.99
2.02
1.04

[ 2 R N KN )
WM = -3

Differenz

an

abs,

4.10
1.84
4.19
1.85
1.61
1.15
1.40
1.286

DVWOWW L,

BN BN LW~ W~

Zeitpunkt:

Messpunkt

0 -3 O Ut L2 B

Zeitpunkt:

Messpunkt

00 ~3 D OV b LoD s

Zeitpunkt:

Messpunkt

[« =300 o4 U SR
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t = 4 h
Temperatur
gemessen errechnet
51.70 54.58
49.50 50.69
49.70 52.78
47.80 49.02
50.80 51.39
47.00 47.73
49.35 49.69
45.35 46.15

t = 5§ h
Temperatur
gemessen errechnet
48.20 49.94
45.90 46.18
46.30 48.25
44.25 44.61
47.40 46.87
43.40 43.34
46.00 45.29
41.85 41.87

t = 6 h

Temperatur
gemessen errechnet

44.40 45.39
42.50 41.85
43.15 43.86
41.15 40.44
44.10 42.52
40.20 39.20
42.85 41.09
38.90 37.88

Differenz
abs. %
2.88 5.6
1.19 2.4
3.08 6.2
1.22 2.5

.59 1.2

.73 1.6

.34 7

.80 1.8

Differenz
abs. %
1.74 3.8

.28 .6
1.95 4.2

.36 .8
-.53 -1.1
-.06 -.1
-.71 -1.5

.02 .1

Differenz
abs. x

.99 2.2
-.65 -1.5

.71 1.7
-.71 -1.7

-1.58 -3.6
-1.00 ~2.5
-1.76 -4.1
-1.02 -2.6
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Vergleich der Meflwerte mit einem zehngliedrigen Lésungsansatz:
e rIoh Zeltemkti PILN
eratur Differenz
Messpunkt Temperatur Differenz Messpunkt Temp
gemessen errechnet abs. %
gemessen errechnet abs. X
1 51.70 51.66 -.04 -.1
1 59.70 59.74 .04 .1 2 49.50 50.06 .56 1.1
2 59.50 59.69 .19 .3 3 49.170 50.10 .40 .8
3 58.75 59.12 .37 .6 4 47.80 48.55 .75 1.6
4 58.50 59.07 .57 1.0 5 50.80 49.65 -1.15 -2.3
5 59.50 59.57 .07 .1 6 47.00 48.11 1.11 2.4
6 59.10 59.52 .42 T 7 49,35 48.15 ~-1.20 -2.4
7 58.85 58.95 .10 .2 8 45,35 46.66 1.31 2.9
8 58.10 58.90 .80 1.4
: . = h
Zeitpunkt: t = 2 h %fifgg?&t; _____ E_____E_,_
| Temperatur Differenz
Messpunkt Temperatur Differenz ‘ Messpunkt P
! gemessen errechnet abs. %
gemessen errechnet abs. % '
| 1 48.20 47.175 -.45 -.9
1 57.90 58.08 .18 .3 2 45,90 45.76 -.14 -.3
P2 57.10 57.64 .54 1.0 ‘ 3 46.30 46.25 -.06 -1
i3 56.20 56.85 .65 1.1 ! 1 44,25 44.32 .07 -2
4 55.30 56.42 1.12 2.0 5 47.40 45.53 -1.87 -3.9
5 57.40 57.21 -.19 -.3 6 43.40 43.63 .23 .5
6 55.50 56.78 1.28 2.3 7 46.00 44.10 -1.90 -4.1
7 56.15 55.99 ~.16 -.3 8 41.85 42.26 .41 1.0
8 §3.90 55.57 1.67 3.1
i H t = 6 h
Zeitpunkt: t = 3 h %fifff?&f ________________
) Messpunkt Temperatur Differenz
Messpunkt Temperatur Differenz
gemessen errechnet abs. x
gemessen errechnet abs. %
1 44.40 43.79 -.61 -1.4
1 55.00 55.24 .24 .4 2 42.50 41.57 -.93 -2.2
2 53.40 54.20 .80 1.5 3 13.15 42.40 -.75 —1.;
3 53.05 53.73 .68 1.3 " 41.15 40.25 -.90 -2-8
4 51.55 52.72 1.17 2.3 5 44.10 41.52 -2.58 -5-9
5 54.30 53.68 -.62 -1.2 6 40.20 39.42 -.78 -1-2
6 51.10 52.66 1.56 3.1 7 42.85 40.20 -2.65 -6-9
7 52.75 52,21 -.54 -1.0 8 38.90 38.186 -.74 -1.
8 49.35 51.23 1.88 3.8
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5. Vereinfachung der Berechnung fiir Abkiihlungsvorginge

Bei Auskiihl- bzw. Aufheizvorgidngen kommt aus (1.93)

lediglich der Anteil aus der Anfangsbedingung zum Tragen.

Im allgemeinen 1ld8t sich fiir grdBere Zeiten (t 2 2h)

folgende Ndherung angeben.
mom mom, M -y (-t
T(EH = §(3) 8 o "™ (5.1)

Betrachtet man den Sonderfall der Abkiihlung einer ein-

schichtigen Wand mit der Endtemperatur von 0°C und den

Vereinbarungen

1
Tz, t)=Tlzt)

1
B=B, =AX

i
¢ = sin(xz)+Bcos(xz)
1
6=06,
t, =0
so lautet (5.1):
Tiz,H=y(z) 57! (5.2)

Soll der Zeitpunkt ermittelt werden, zu dem an einer
»

. »
gewiinschten Stelle 2 eine bestimmte Temperatur T (05T <

herrscht, so folgt

*:‘l“(‘pl )11,7 (5.3)

o

T)
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Besonders einfach ergibt sich die Formel der Auskiihlzeit
fiir die Oberfiche bei beidseitig gleichen Warmelibergédngen.

p{z=0}= B-cos(0)=)‘0'(—K =y(z=s)
+
f=_[n(£;16).(1_‘., | (5.4)

In dieser Formel ist lediglich der Wert 6 gemds (1.86)
rechnerisch zu bestimmen. X und W 1lassen sich aus Dia-
grammen bestimmen. Fiir zwel Grenzfidlle von Innenwdnden
sind in Bild 36 und Bild 37 Diagramme entwickelt worden.

LTEN. ¥ L,O[#K—]

ARl
R X=D ®=X=0 X=BX=T K=$ *=$ X=

i
i
A
0.9
0.8
01
LX
o
0
o
0.2
0
95 03 05 02 05

o

!
<

°_
©

w s W o

=

L W
0. 035 04 05 05 Siml

0,

Bild 36: Diagramm zur Bestimmung der Eigenwerte
fiir a = 4 W/(m2K)
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Wie aus (5.1) und (5.2) leicht zu ersehen ist, laBt sich
das zeitliche Abklingverhalten allein durch den Exponenten

der e-Funktion angeben. Fiir den Temperatur-Halbwert
demnach

NAY .
e =0,5 (5.5)

und daraus die Temperatur-Halbwertzeit

t, - Lo g),S) _0.693 - 0,693 p-C

) RN (5.6)
Damit ist ein einfaches Verfahren zur Bestimmung von
Auskiihlzeiten gegeben. Mit Hilfe von Diagrammen lassen
sich sofort Angaben iiber die Speicherfahigkeit von Bau-
teilen treffen.

;= ugﬂ[;&-]

N

25 00 03

2
W= ch
"y [
04
|
291
08,
27 .
05 .
05
049
03
2
(]
00 05 om0

B
2] D x2ee9 w8 k=T x=b X2
s

005 040 04S 050

Bild 37: D}agramm zur Bestimmung der Eigenwerte
fir a = 7,7 W/(m2K)
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6. Schlufibemerkungen

6.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde erstmals fiir ein-
dimensionale mehrschichtige Bauteile bei beliebigen
Randbedingungen und Wirmequellen eine analytische

Ldsung angegeben. -

Anhand zahlreicher Vergleichsrechnungen konnte die
Richtigkeit des Verfahrens festgestellt werden. Im
Gegensatz zu den anderen analytischen Methoden,
welche lediglich Sonderfdlle betrachten, ist die hier
hergeleitete L&sung allgemeingliltig. Gegeniiber den
numerischen Verfahren besitzt sie den Vorteil der
leichten Handhabung und {ibersichtlichkeit, so daB

zur Auswertung die Benutzung von programmierbaren
Rechnern zwar empfehlenswert, jedoch nicht notwendig
ist. Computer-Methoden setzen zudem eine leistungs-
fihige Hard- und Software voraus. Eine rasche Uber-
schlagsrechnung fiir die Praxis 1dBt sich mit dem hier
aufgestellten Verfahren wesentlich einfacher herstellen.

Dank der guten Konvergenz des in dieser Arbeit auf-
gezeigten Verfahrens erzielt man fiir viele Probleme
aus der bauphysikalischen Praxis schon bei Berick-
sichtigung nur eines Reihengliedes brauchbare Er-
gebnisse; bei drei Gliedern sind die Abweichungen

schon vernachlidssigbar klein.

Ausnahmen davon kénnen lediglich bei folgenden Problem-
stellungen vorkommen:
- Approximation einer linearen Anfangsbedingung

- Einschwingvorgange in den ersten Minuten
(Abkiihl- bzw. Aufheizvorginge)
- mehrschichtige Konstruktionen mit stark voneinander

abweichenden Material-Eigenschaften und/oder extrem
unterschiedlichen Schichtdicken.
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Auch hierfiir lassen sich, jedoch mit einer gréfBeren
Anzahl von Reihengliedern, die Ergebnisse genau be-
stimmen.

Flir alle Aufgabenstellungen kdnnen numerische Instabili-
tdten ausgeschlossen werden, da die Reihenzuwdchse gegen
Null konvergieren. Beachtlich sind die guten Uberein-
stimmungen der Theorie mit dem durchgefiihrten Labor-
versuch. Die Abweichungen liegen etwa in der gleichen
GroBenordnung wie die Toleranzen der Materialkennwerte.

Von praktischer Bedeutung ist die einfache Berechnung
der Auswirkungen beliebiger innerer Wdrmequellen und
-senken., Hierfir lag bisher kein Lésungsalgorithmus

vor, so daB auf Computer-(Niherungs)-Verfahren zuriickge-
griffen werden muBte. Die hier vorgeschlagene Methode
kdnnte beispielsweise vorteilhaft bei der Optimierung
von FuBbodenheizungen oder beheizter Winde aber auch

im Kraftwerks- und Maschinenbau Eingang finden.

Ein Diskussionsbeitrag zum Thema "Speicherverhalten

von Bauteilen" wird unter Ziffer 5 geliefert. Da dieses
Thema in jlingster Zeit hiufig aufgegriffen wurde, wird
hier, in Anlehnung an viele technische Abklingprozesse,
der Begriff "Temperatur-Halbwertzeit' vorgeschlagen.
Mit Hilfe von Diagrammen lassen sich damit sofort An-
gaben zur "Speicherfihigkeit" treffen.
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6.2 Ausblick

Im folgenden werden einige Moglichkeiten aufgezeigt, die
hier entwickelte Theorie auf verschiedene Anwendungs-

gebiete zu erweitern:

- Die Aufbereitung des Verfahrens fiir die Baupraxis ist
fiir periodische Randbedingungen in einfacher Weise
méglich, da sich die einzig komplizierten Integrale
aus dem Temperaturgedidchtnis dann sofort aufldsen
lassen. Die Eigenwerte k&nnen, wie bereits gezeigt,

iiber Diagramme bestimmt werden.

- Um die Berechnung filr temperaturabhingige Stoffwerte
(z.B. bei Brand) durchfilhren zu konnen, ist es moglich,
fiir kleine Zeitabschnitte At wie angegeben mit kon-
stanten Materialdaten zu arbeiten, das Ergebnis jeweils
als Anfangsbedingung fiir das nidchste Zeitintervall ab-
zuspeichern, um dann mit den neuen aktuellen Daten
fortzufahren.

- Fir 2ylinder-Koordinaten 1&Bt sich in vélliger

Analogie ein L&sungsalgorithmus angeben.

- Die in dieser Arbeit aufgezeigte Losung bietet die
Grundlage fiir die analytische Losung der Diffusions-
gleichung, indem sie die aktuelle instationdre
Temperatur in praktisch verwertbarer Weise zur Ver-
fiigung stellt und einen Ansatz zur L&sung der Diffusions-

Differentialgleichung liefert.
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